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Double Perturbation Variational Study. 
Application to Nuclear Spin-Spin Couplin 9 Constants 

II. Perturbed Wavefunction Method 

Fermi contact contribution to nuclear spin coupling constants of the H-D molecule is calculated 
with two kinds of variational functions which include a singularity at the nuclei. With the first function 
the total perturbed second order energy is minimized, while with the second one we have used the 
minimum condition of the self-coupling energy. These calculations necessitate a perturbation operator 
having a weaker singularity than the classical Fermi operator. We have used the Gregson, Hall, and 
Rees operator. 

Key words: Nuclear spin coupling constant of the HD molecule 

1 .  I n t r o d u c t i o n  

L 'op6ra t eu r  de con tac t  sous la forme p ropos6e  par  F e r m i  [1] n 'es t  pas  adapt~  
au  calcul  va r i a t ionne l  des cons tan tes  de coup lage  [-2]. 

En effet, pa r  suite de la d ivergence  de l '6nergie to ta le  du second ordre,  les 
diff6rents au teurs  on t  6t6 condu i t s  

- soit  /t ut i l iser  c o m m e  crit6re va r ia t ionne l  la s ta t ionnar i t6  de l '6nergie de 
couplage ,  

- s o i t / t  min imise r  les 6nergies de self-couplage,  calcul6es avec des fonct ions  
per turb6es  ne pr6sentan t  pas  de s ingulari t6 au n o y a u  afin de conserver  /~ ces 
6nergies des val+urs finies. 

Le p remier  crit6re ne repose  en fait sur aucun  fondement  th6or ique si les 
fonct ions  d 'ondes  per turb6es  pa r  les deux m o m e n t s  nucl6aires envisag6s sont  
d6velopp6es sur  deux bases  diff6rentes. 

O n  peu t  6galement  se poser  des ques t ions  sur le crit6re utilis6 dans  la seconde  
m & h o d e  qui  po r t e  sur  la m i n i m i s a t i o n  d 'une  quant i t6  qui  devra i t  &re infinie. 

* Ce travail fait partie de la th6se de Doctorat-+s-Sciences de Monsieur J. Paviot (Bordeaux 1971) 
enregistr6e aux archives originales du c.N.R.S., sous la n ~ AO 2755. 
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Nous proposons dans ce travail une 6valuation de la contribution du terme de 
contact ~ la constante de couplage de la mol6cule H - D  par une m6thode variation- 
nelle, en utilisant l'op6rateur de contact sous la forme propos6e par Gregson, 
Hall et Rees [3] 

H 1 = #Hlo  + vHol 

4f lh , 

4~h  
v =  - - T -  ~N, IN, z 

K e x p [ -  KriN] 
hiN = r2N 

H l o  = E AiNSiz 
i 

no i = E AiN' Siz 
i 

K = 37.559,8 u.a 

(pour l 'atome d'hydrog+ne). 

(1) 

Dans ces expressions, les diff6rentes constantes ont leur signification habituelle. 
Siz, IN~, et IN.z d6signent respectivement les composants suivant z des spins de 
l'6lectron i, et des noyaux d'hydrog+ne et de deut&ium. YN et YN' sont les rapports 
gyromagn6tiques correspondants. 

Une telle forme, qui constitue une approximation de l'op6rateur de Blinder [-4], 
conduit en effet, comme ce dernier, h des 6nergies de self couplage finies, mais 
introduit dans les calculs mol6culaires des int6grales plus faciles/t 6valuer [5J. 

2. Choix des fonctions de variations 

La fonction d'onde non perturb6e sera prise sous la forme 

1 
7%0 = q~oo (bs q~s = -~72- (eft - ric 0. (2) 

Dans le cas d'une mol6cule ~t couches completes, l'6nergie du premier ordre est 
nulle par suite de la pr6sence de l'op6rateur de spin dans (1). 

La forme de l'6quation de perturbation du premier ordre 

(Hoo - Eoo) Tlo + / / l o  Too = 0 (3) 

1 
conduit ~t poser Tlo = ~Olo ~T avec ~ r  = ] ~ -  (~fl + fl")" 

NOUS avons utilis6 pour exprimer r la technique de la fonction ~- de 
Dalgarno et Lewis [6] 

q~ao = [FN(1) -- FN(2)] CPoo" (4) 

Dans le cas off ~Poo est 6gal au produit de deux orbitales mol6culaires 
~Poo = q~o(1) q~o(2), l'6quation (3) devient 

[A 1, Fu(1)] CPo(1) = (AiN -- 2) ~Oo(1 ) 

2 = (Cpo(2)lA2NI ~po(2)> �9 

Cette 6quation est formellement identique ~t celle relative ~t un atome 
d'hydrog6ne dont la solution a 6t6 donn6e par Gregson, Hall et Rees [3], pour 
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une fonction d'onde Is 

/ c~3 \3 
CPo(1) = / - ~ )  e x p [ -  ar,N] 

K [U(rl~c)+2c~lnrlN+2o~2r21N ] (5) Fu'*(1)- K + 2~ 

oo 
U(rlu) = .[ 1 - e x p [ -  Ks] $2 ds . 

rllg 

Cette fonction ne diff6re de la fonction obtenue par Schwartz [7] avec l'op&ateur 
de Fermi: 

que par le remplacement de la fonction 1/rir~ par U(riN). 
L'analogie des 6quations de perturbation au premier ordre atomique et 

mol6culaire montre que la fonction FN(i ) doit avoir au voisinage du noyau N 
une forme analogue ~t (5), ce qui sugg~re de prendre des fonctions variationnelles 
de la forme suivante: 

qho = ~, ak(FkN(1) -- FkN(2)) q000 (6-a) 
k=l. 

avec 

et de fa~on analogue: 

F1N(i) = U(riN ) 

F2~v(i ) = In riN 

[ F3N( i )  = riN 

[ F4N(i) = ziN 

I FsN(i) = r2N 

~Oo, = ~, bk(FkN,(1)-- FkN,(2)) ~000. (6-b) 
k = l  

Ces consid6rations ont conduit g d6velopper ces deux fonctions sur deux 
bases distinctes, un tel d6veloppement est moins satisfaisant qu'un d6veloppement 
sur une base unique, car ce n'est que dans ce cas que le minimum de l'~nergie 
totale du second ordre coincide avec le minimum des 6nergies de self-couplage 
et l'6tat stationnaire de l'6nergie de couplage, ce qui rend les param6tres variation- 
nels ind6pendants des valeurs des rapports gyromagnbtiques des atomes [2]. 
C'est la raison pour laquelle nous avons utilis6 un second type de fonction 
variationnelle: 

q01o = a k [FkN(1) -- FkN(2)] + (7-a) 
k = l  k = l  

1 ~001 = ~ ak [Fk2v(1)_FkN(2)] + ~ N' bk [FkN'(1) -- FkN,(2)] ~000 
k = l  k = l  
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3. Expressions des ~nergies de self-eouplage et de eouplage 

L'6nergie d'une mol6cule fi couches completes s'6crit: 

E = Eoo + #2E2o + v2Eo2 + #v E 11 �9 

Compte tenu de l'hermiticit6 des op6rateurs et du fait que les diverses fonctions 
sont r6elles, on obtient apr6s int6gration sur les coordonn6es de spin: 

E2o = (qholHoo - Eool ~Olo> + (~ooolAiN- A2NI CPol) 

+ <~OooIAaN,- AzN, [ CPlo> 
E, 1 = 2<Cpo, {Hoo - Eool ~O,o> + <~Ooo IA1N -- AzNI ~Oo1> 

+ <~~ A2N'[ q~10> �9 

Ces expressions peuvent ~tre transform6es en effectuant la substitution (4) et 
en utilisant des relations telles que: 

<~Ooo IHoo - Eool qho> = - �89 -- FN,(2))lEA ~, FN(1)] -- [A2, FN(2)]I ~Ooo> 

et 
< qgooFN,(i) I[Aj',FN(j)][ qgoo) = - 5 , j (  ~ooolViFN'(i)  " VjFN(j)[ ~Poo> �9 

(Cette derni6re relation r6sulte d'une int6gration par parties apr6s d6veloppement 
du commutateur; 6~j est le symbole de Kronecker.) 

I1 est alors commode d'introduire les matrices carr6s A et D Net les matrices 
colonnes B s, B N' et C N dont les 616ments sont: 

Zkl  = ( tPOOIVI FkN( ] ) �9 VI Fl s,(1)I ~Ooo> 
N 

Okt = <r FkN(1) " 17~F~N(1)I ~Ooo> 
Ck N = <~0oolFkN(1 ) [A1N --  A2N]. I ~Ooo> 

N 
Bk  = (~PooIFkN(1) [A1N' - A2N'][ q~oo> 

N" 
Bk = (qgoolFks'(1) [A1N --  A2N][ fPO0) " 

a) Dans le cas d'un d6veloppement sur une seule base [fonctions de variation (7-a) 
et (7-b)], les 6nergies s'6crivent alors : 

~N CN 

a et b sont les matrices colonnes dont les 61ements sont les coefficients ak 
et bk de (7-a)et (7-b); fi et/~ sont les matrices transpos6es. 

Les conditions de minimum de l'6nergie totale du second ordre E (2) = #2E2o 
+ v2Eo2 + #vEi l  sont alors identiques aux conditions de minimum des 6nergies 
de self-couplage. 

OE2~ --  c3E2~ - c3E~ 63E~ - 0  

Oa~ t?b~ t V a ~ ' -  ~b~' 
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et aux conditions de stationnarit6 de l'6nergie de couplage 

C~Ell (~Ell (~Ell (~Ell 
0 a ~ - -  abk N = 0ak s = -  ~ = 0 .  Obk 

Elles conduisent au syst+me d'6quations lin6aires 

D u A ] \b  N] + C u = 0  

et g u n  syst6me-analogue obtenu en permuttant N et N '  pour la d6termination 
N' et bf'. des param6tres ak 

Compte tenu de ces relations les expressions de E2o et El l  se simplifient et 
deviennent [2]: 

gN CN 
E2 ~ =(fin ) (BN,) 

El l=2(f iN ~u BN . 

b) Dans le cas d'un d6veloppement sur deux bases distinctes [fonction de variation 
(6-a) et (6-b)], on a: 

E2 o = gt DN a --t- 2 t iC  N 

E l l  = 2 f i A b  + 2 fiBU + 2 f~B u' . 

Nous avons utilis6 comme crit6re la minimisation des 6nergies de self-couplage 

t~E2 0 QEo2 
- -  - -  - -  - - 0  

t~a k t~b k 

qui conduit aux syst~mes d'6quation: 

D N a  + C N = 0 

D N ' b  + C N' = 0 (8) 

(diff6rents de ceux correspondant ~ l'6tat stationnaire de E 11). 
Compte tenu de (8), seule l'expression de E2o se simptifie et on obtient: 

E2o = f i r  N 

4. Resultats 

Nous avons appliqu6 les relations pr6c~dentes au calcul de la constante de 
couplage de la mol6cule d'hydrog6ne deut6ri6e. La fonction d'onde mol6culaire 
de l'6tat fondamental est prise sous la forme g6n6rale: 

gOoo = N {e-~(rl-+r2D) + e-~(r2"+r~') + tie -~(r~-+r~) + tie -~(r1"+~2~)} 

dans laquelle Nes t  le coefficient de normalisation, ~ la charge nucl6aire effective. 
rit a et riD d6finissent la distance de l'61eetron i aux noyaux d'hydrog+ne et de 
deuterium. Lorsque ~/ vaut 0 ou 1, on retrouve respectivement la fonction de 
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Heitler-London [8] ou la fonction L.C.A.O.O.M. Pour ~/= 0,256, c'est alors la 
fonction de Weinbaum [9]. Comme pr6cedemment, nous distinguerons les 
calculs effectu6s, soit avec deux bases distinctes, soit avec une base unique. 

Les constantes de couplage Jno et de self-couplage Jan se d6duisent des 
6nergies de couplage et de self-couplage grace aux relations: 

#vEla = hJ r tD .  I H z .  IDz 

~2 E2 ~ = hJHH " iHz . iHz . 

Elles sont exprim6es en Hertz. 

4.1. Base unique 

Le Tableau 1 donne les valeurs obtenues pour la constante de self-couplage 
Jnn et la constante de couplage JnD" 

Les constantes de self-couplage sont n6gatives et de l'ordre de 16 6 Hz, c'est- 
/t-dire de l'ordre de grandeur calcul6 pour l 'atome [3]. 

On observe dans le cas de la fonction de Weinbaum une convergence satis- 
faisante de ces deux constantes lorsque l'on augmente le nombre de param6tres 
variationnels, bien que la constante de self-couplage n'ait pas atteint totalement 
sa valeur de convergence. 

Dans le cas des fonctions de type Heitler et London et L.C.A.O., on observe 
que pour certaines valeurs de n le syst+me lin6aire permettant de d6terminer les 
coefficients est real conditionn6 et sa r6solution impossible. 

Les constantes de couplage obtenues sont sup6rieures/t la valeur exp6rimentale 
42,94_+0,1 [10]. Cet 6cart peut &re attribu6/t la grande sensibilit6 des r6sultats 
au param6tre c~ dont les valeurs ont 6t6 fix6es grftce ~t la valeur moyenne de l'6nergie, 
alors que dans les calculs des constantes de couplage, les valeurs prises par les 
fonctions d'onde aux noyaux jouent un r61e important. 

4.2. Bases diffOrentes 

Les constantes de self-couplage et de couplage calcul6es/~ partir des fonctions 
de variations (6-a) et (6-b) sont rassembl6es respectivement dans les Tableaux 2 et 3. 

On constate que les constantes de self-couplage sont tr6s 16g+rement inf6rieures, 
en valeur absolue, ~ celles obtenues dans le cas pr6c6dent, ce qui est normal 
puisque les fonctions de variation sont ici plus r6duites. 

Dans le calcul final des constantes de couplage (otl aucune int6grale ne 
prbsente de singularit6), on a remplac6 l'op6rateur A~N(2) par l'op6rateur de 

Tableau 1. Constantes de couplage Jnn et de self-couplage JnD calcu16es g partir des fonctions de 
variation (7-a) et (7-b) pour diff6rentes valeurs de n 

Fonction t/ e R u.a. 1 2 3 4 5 

Jnn Heitler-London 0 
L.C.A.O. 1 
Weinbaum 0,256 

Jnn Weinbaum 0,256 

1 1,643 6,83 26,12 45,21 - 48,12 
1,2 1,398 6,63 21,66 29,97 - - 
1,193 1,398 11,00 40,72 64,42 68,69 70,88 

1,193 1,398 --2908304 --2908394 --2908464 -2908479  
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Constantes de self-couplage 3nH calcul6es /t partir des fonctions de variation (6-a) pour 
diff6rentes valeurs de n 

t/ e R 1 2 3 4 5 

Heitler-London 1 1 1,643 -1770952,5 - 1771108,4 -1771120,8 -1771172,3 - 1  771 173,6 

Wang 0 1,166 1,406 -2808165,1 -2808452,5 -2808475,3 -2808570,0 -2808572,4 

Coulson l 1,197 1,384 -2890256,6 -2890485,0 -2890491,0 -2890508,4 -2890509,2 

L.C.A.O. 1 1 1,398 - 1771820,2 - 1 77t921,5 - 177t 924,2 - 1 771928,3 - 1771928,3 
1 1,1 1,398 -2288782,7 -2288938,4 -2288942,4 -2288951,8 -2288952,0 
1 1,2 1,398 -2902265,0 -2902497,8 -2902504,0 -2902522,4 -2902523,3 
1 1,3 1,398 -3624407,4 -3624747,1 -3624757,1 -3624789,9 -3624792,7 
1 1,4 1,398 -4468424,6 -4468909,8 -4468926,3 -4468981,0 -4468987,8 

Weinbaum 0,256 1,193 1,398 -2908013,6 -2908287,9 -2908303,8 -2908367,6 -2908369,4 

Tableau 3. C0nstantes de couplage Jab calcul6es ~ partir des fonctions de variation (6-a) et (6-b) pour 
diff6rentes valeurs de n 

Fonction d'onde q~0 t/ c~ R 1 2 3 4 5 

Heitler-London 0 1 1,643 6,83 25,76 34,65 44,18 45,69 

Wang 0 1, I66 1,406 12,59 47,40 63,71 81,27 84,03 

Coulson 1 1,t97 1,384 6,83 20,47 24,21 26,73 27,94 

L.C.A.O. l 1 1,398 1,80 5,17 6,23 7,22 7,33 
1 1,1 1,398 3,80 11,54 13,64 15,30 15,82 
1 1,2 1,398 6,63 21,47 25,42 28,00 29,36 
1 1,3 1,398 10,48 36,25 43,40 47,17 50,10 
l 1,4 1,398 15,59 57,49 70,08 75,33 80,89 

Weinbaum 0,256 1,193 1,398 11,00 39,44 50,77 61,65 63,93 

Tableau 4. Comparison des valeurs des int6grales mol6culaires calcul6es 

Int6grales Ke-K'/r~N 4~,5(riN ) 

(q)olVUn. VrHlqoo) --1,592539 --1,592617 
(q~olg U H . Vzn[q~o) -0,241837 -0,215519 
(q0olVU H - Vr~[q~o) - 1,814274 - 1,814274 
(q~olAl,~,rlnJq~o) 0,774925- 10 -4 0 
<q)olAlnzlnlq~o> 0,479419.10 -9 0 
(~oolAlrtr~lq~o> 0,412618- 10 8 0 
(q~olAlg U2H]q~o) 2,273771 2,273890 

Fermi et la fonction U(riN)(5 ) par 1/riN. Ces modifications, qui simplifient les 
calculs, n'introduisent pas d'erreur notable comme le montrent les int6grales 
mol6culaires rassembl6es dans le Tableau 4. 

Bien que la valeur de convergence des bnergies de self-couplage ne soient pas 
non plus atteintes et que la minimisation des 6nergies de self-couplage seules ne 
constituent pas un critbre parfaitement satisfaisant, on constate envore une 
convergence monotone des constantes de couplage, la diff6rence avec les valeurs 
obtenues pr~cedemment ~tant de l'ordre de 10 %. 
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L'6volution de JHH et de Jno en fonction de la charge nucl6aire effective a et du 
nombre n de fonctions de base utilis6es est comparable pour les deux m6thodes. 
I1 semble donc que l'on puisse consid6rer cette deuxi+me m6thode comme une 
approximation acceptable de la premi6re. 

Ces r6sultats peuvent &re compar6s h l'absence totale de convergence obtenue 
avec les m~mes fonctions variationnelles en utilisant uniquement le crit6re de 
stationnarit6 de l'6nergie de couplage [2]. 

4.3. Influence du coefficient K 

Etant donn6 le grand r61e jou6 par l'op6rateur (2) de Gregson, Hall et Rees dans 
le calcul du self-couplage et dans la d6termination des param6tres variationnels, 
il apparait n6cessaire d'6tudier l'influence du coefficient K sur les r6sultats obtenus. 
Ce coefficient est en effet d6termin6 pour param6trer, de mani6re satisfaisante, 
l'op6rateur de Blinder [4] : ro 

AiN = r~N(ri N + ro) 2 

o~ r o est une distance de l'ordre de grandeur du diam&re nucl6aire: 

Ze z 
r o -  2mc~ - Z •  1,4089 • 10-13cm. 

Si l'on choisit K de mani6re ~ ce que les op6rateurs (4) et (25) aient la m~me valeur 
M'origine, on obtient: 

1 
K -  

ro 
C'est la valeur que nous avons utilis6e dans les calculs pr6c6dents. Une autre 
m6thode de d6termination de K consiste h minimiser l'int6grale: 

i K'e -K'r ro 2 dr 
(r  -4- to)  2 

On obtient alors: 
K'  = 6,8068 K .  

Nous avons r6sum6 dans le Tableau 5, les valeurs du self-couplage et du couplage 
obtenues avec la fonction de Weinbaum pour ces deux param6tres, dans le cas 
des fonctions de variation (6-a) et (6-b). 

n est satisfaisant de constater que si le self-couplage d6pend fortement de la 
valeur de ce coefficient, il n'en est pas de m~me de la constante de couplage, les 
variations observ6es &ant de l'ordre de 10-3 Hz, ce qui est n6gligeable. 

Tableau 5. Influence du coefficient K sur les constantes Jmi et JHD 

Nombre de K 0,8068 K 

param6tres Self-couplage Couplage Self-couplage Couplage 

variationnels Hz Hz Hz Hz 

1 - 2 908 013,59 11,001 - 2 346 335,37 11,002 
2 - 2 908 287,86 39,444 - 2 346 609,56 39,449 
3 - 2 908 303,80 50,769 - 2 346 625,48 50,768 
4 - 2 908 367,58 61,647 - 2 346 689,20 61,647 
5 - 2908 369,44 63,925 - 2 346 691,12 63,924 
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5. Conclusion 

Le remplacement de l'opdrateur de contact de Fermi par celui de Gregson, 
Hall et Rees a permis de d6velopper un ealcul variationnel de la constante de 
couplage de la mol6cule H-D bas6 sur la minimisation de l'6nergie totale du 
second ordre avec des fonctions variationnelles adapt6es/t la perturbation. Bien 
que la valeur de convergence de ces 6nergies de self-couplage n'aient pas 6t6 
compl6tement atteintes, les constantes de couplage calcul6es semblent converger 
de mani6re monotone, ce qui n'6tait pas le cas lorsque, dans un calcul analogue, 
on utilisait comme crit6re la stationnarit6 de l'6nergie de couplage. 

Le d6veloppement des fonctions perturb~es ~0~o et (Pol sur deux bases dif- 
f6rentes et la minimisation du self-couplage, bien que th6oriquement moins 
satisfaisante, conduit/~ des r6sultats comparables aux pr6c6dents. 

On a d'autre part montr6 que les constantes de couplage sont tr6s peu sensibles 
fi une modification du coefficient K de l'op6rateur de Gregson, Hall et Rees. 

L'6cart observ6 entre valeurs exp6rimentales et calcul6es peut vraisemblement 
~tre attribu6 ~ la grande sensibilit6 des r6sultats th6oriques/t la charge nucl6aire 
effective e dont d~pend fortement la valeur prise par la fonction d'onde au noyau. 
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